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de conformado en caliente. (Parte I: Revisión teórica)(•)
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Resumen Los procesos de conformado de materiales inducen frecuentemente altos grados de deformación, a grandes veloci-
dades de deformación, e imponen modos de solicitación multiaxiales y muy complejos. Dichos procesos quedan esen-
cialmente limitados por la aparición y desarrollo de inestabilidades plásticas. Éstas pueden ser la causa directa de la
propagación rápida de una fisura, que puede dar lugar a una rotura final. La complejidad de los modos de deformación
y la intervención simultanea de varios parámetros han llevado a varios investigadores a desarrollar diversos criterios,
con diferentes planteamientos, para predecir la aparición de defectos y optimizar los parámetros de control en los
procesos de conformado. El presente trabajo pretende exponer, a modo de revisión, algunos criterios ampliamente usa-
dos en la literatura para la predicción de las inestabilidades plásticas durante el conformado de materiales. Se ha es-
timado oportuno dividir la materia del trabajo en dos partes: una primera parte presenta los criterios fenomenológi-
cos de predicción de las inestabilidades plásticas, basados en la observación descriptiva de los fenómenos microscó-
picos de la deformación (endurecimiento por deformación y sensibilidad a la velocidad de deformación), luego se
analizan los criterios continuos basados en los principios de máxima velocidad de producción de entropía de la ter-
modinámica irreversible aplicada a la mecánica continua de la fluencia plástica en grandes deformaciones. Asimismo,
se comenta una discusión bibliográfica entablada entre varios autores referida al fundamento físico del Modelo
Dinámico de Materiales. En la segunda parte, se lleva a cabo un estudio comparativo para caracterizar la inestabili-
dad plástica durante un proceso de conformado en caliente de un acero microaleado de medio carbono usando crite-
rios continuos y fenomenológicos. 

Palabras clave Conformado en caliente; Criterios de Inestabilidades plásticas; Modelo dinámico de materiales; Localización de la
fluencia.

Criteria for prediction of plastic instabilities for hot working processes.
(Part I: Theoretical review)

Abstract Hot working processes often induce high levels of deformation at high strain rates, and impose very complex
multiaxial modes of solicitation. These processes are essentially limited by apparition and development of plastic
instabilities. These may be the direct cause of rapid crack propagation, which lead to a possible final rupture. The
complexity of deformation modes and the simultaneous intervention of several parameters have led many
researchers to develop various criteria, with different approaches, to predict the occurrence of defects and to
optimize process control parameters. The aim of the present paper is to summarize the general characteristics of
some instability criteria, widely used in the literature, for the prediction of plastic instabilities during hot working.
It was considered appropriate to divide the work into two parts: part I presents the phenomenological criteria for
the prediction of plastic instabilities, based on descriptive observation of microscopic phenomena of the
deformation (strain hardening and strain rate sensitivity), and discusses the continuum criteria based on the
principle of maximum rate of entropy production of irreversible thermodynamics applied to continuum mechanics
of large plastic flow. Also, this part provides a bibliographical discussion among several authors with regard to the
physical foundations of dynamic materials model. In part II, of the work, a comparative study has been carried out
to characterize the flow instability during a hot working process of a medium carbon microalloyed using
phenomenological and continuum criteria. 
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1. INTRODUCCIÓN

Hoy en día, el mercado internacional plantea un se-
rio reto a las empresas de fabricación mecánica ya
que los procesos de conformado se deben llevar a ca-
bo de la forma más económica posible; garantizando
la calidad requerida por el producto conformado a lo
largo de su vida. Todo ello, ha forzado a los fabrican-
tes a acortar los tiempos de diseño y, al mismo tiem-
po, a no correr riesgos en los procesos de desarrollo y
fabricación del producto. 

La competitividad y la rentabilidad económica de
todo proceso de conformado, como es bien sabido,
depende del control de sus parámetros y de la correc-
ta elección de sus diferentes etapas y secuencias. A
pesar de los esfuerzos dedicados a la optimización de
dichos procesos, la habilidad de transformación de
materiales metálicos brutos en piezas útiles se ve li-
mitada por la aparición de inestabilidades plásticas
(fluencia localizada, formación de cavidades, bandas
de cizalladura, fisuración intergranular, fisuración en
cuña, fluencia localizada, etc.) que van en detrimen-
to de la conformabilidad del material sometido a pro-
cesos de conformado[1-15]. Dichas inestabilidades pue-
den ser la causa directa de la propagación rápida de
una fisura, dando así origen a un fenómeno de frac-
tura rápida y causando fallas catastróficas. Por ello, el
estudio de los criterios que predicen la aparición del fa-
llo por inestabilidades plásticas es muy importante,
no solo desde un punto de vista científico e ingenie-
ril sino también desde un punto de vista económico. 

Predecir la aparición de las inestabilidades plás-
ticas en un proceso de conformado resulta extrema-
damente difícil, debido a los efectos y a las interaccio-
nes no lineales entre los parámetros del proceso y las
propiedades del material conformado, y a la comple-
jidad de los mecanismos físicos y microestructurales
que intervienen durante el conformado tales como:
la anisotropía inicial e inducida, las heterogeneidades
de textura, el calentamiento adiabático, la recristali-
zación dinámica, el crecimiento de grano, etc.[1, 3, 4 y
6]. Por tanto, para una descripción adecuada del com-
portamiento de fluencia en caliente no sólo hay que
considerar la influencia de variables físicas, tales co-
mo temperatura, velocidad de deformación, etc., si-
no también factores microestructurales como la den-
sidad de defectos y su movilidad, la formación de su-
bestructuras, tamaño de grano, etc.

2. ANÁLISIS DE CRITERIOS FENOME-
NOLÓGICOS Y TERMODINAMICOS
CONTINUOS PARA LA PREDICCIÓN DE
LA FLUENCIA LOCALIZADA

En el diseño de los procesos de conformado, es
 necesario entender los modos de deformación que

intervienen y dominan los parámetros de control de
dichos procesos, para poder predecir con exactitud
la geometría final de la pieza conformada y optimizar
sus propiedades mecánicas. Por lo tanto, el diseña-
dor del proceso de fabricación debe tener muy claro
el criterio que tiene que adoptar, en el proceso de
conformado, para evitar la aparición de inestabilida-
des plásticas y producir productos finales con micro-
estructuras y propiedades controladas.

En este trabajo, se hace una breve revisión de al-
gunos criterios de inestabilidad plástica usados, en la
literatura, para la predicción de las inestabilidades
plásticas durante el conformado de materiales metá-
licos. A grandes rasgos, se pueden distinguir dos gran-
des tendencias en el desarrollo de dichos criterios:

— Criterios fenomenológicos mecánicos basados
en una observación descriptiva y una inter-
pretación mecánica de los fenómenos micros-
cópicos de la deformación (endurecimiento
por deformación y sensibilidad a la velocidad
de deformación). Estos criterios son deduci-
dos a partir de hipótesis de comportamiento y
reflejan el mecanismo de la inestabilidad plás-
tica. Teniendo en cuenta las indicaciones cua-
litativas de la física de sólidos y de la termo-
dinámica, se puede llegar a obtener criterios
sencillos y realistas.

— Criterios continuos termodinámicos basados
en los principios de máxima velocidad de pro-
ducción de entropía de la termodinámica irre-
versible aplicada a la mecánica continua de la
fluencia plástica en grandes deformaciones. La
aproximación termodinámica utiliza un me-
dio continuo homogenizado equivalente al
medio real, y representa los fenómenos físicos
mediante variables macroscópicas. Éstas permi-
ten optimizar los parámetros de control y defi-
nir los dominios óptimos de deformación en
los mapas de procesado, donde se evitan las
inestabilidades plásticas y se consigue la má-
xima eficiencia energética.

Para analizar los criterios de inestabilidad plásti-
ca, los siguientes parámetros adimensionales se de-
terminan a partir de las curvas de fluencia a diferen-
tes temperaturas y velocidades de deformación:

El parámetro de sensibilidad a la velocidad de de-
formación:

(1.I)

El coeficiente de endurecimiento:

m = ∂ lnσ
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(2.I)

El parámetro de la localización de la fluencia[16]:

(3.I)

El parámetro de sensibilidad a la temperatura de
la tensión de fluencia:

(4.I)

El parámetro de la eficiencia de disipación de
energía [5 y 7]:

(5.I)

donde, la energía total disipada por unidad de volu-
men:

(6.I)

El contenido disipado, G, para una temperatura
y una deformación dada:

(7.I)

El co-contenido disipador, J:

(8.I)

El co-contenido disipador máximo:

(9.I)

2.1. Criterios fenomenológicos mecánicos

Durante un proceso de conformado, la transforma-
ción de un material metálico se debe, generalmen-
te, a un estado de tensiones y deformaciones muy

complejo e intenso. La deformación empieza siendo
heterogénea y, a medida que va avanzando, apare-
cen fenómenos de inestabilidad plástica. Esto se de-
be, probablemente, a las maneras de aplicación de
los esfuerzos sobre el material conformado y, tam-
bién, a las condiciones de fricción y a los efectos de
los mecanismos microestructurales[2 y 6].

La manifestación más común de la inestabilidad
plástica es la aparición de la deformación localizada,
durante la conformación volumétrica, en forma ban-
das de cizalladura (regiones de cizalladura localizada
cruzando algunos granos y observables a escala ma-
croscópica) [16]. Debido a sus nefastos efectos, el ori-
gen de las bandas de cizalladura ha sido tema de mu-
cho interés para numerosos investigadores[17-23]. Es
bien conocido que estas bandas pueden desarrollarse
a velocidades de deformación relativamente bajas
(procesos isotérmicos de forja), a velocidades de de-
formación intermedias (procesos convencionales de
conformado de materiales) y a altas velocidades de
deformación (corte de metales y balística).

A pesar de su amplia aparición en los procesos de
conformado, una descripción exacta y cuantitativa
de la localización de la fluencia y de los factores que
la gobiernan está todavía por desarrollar. La mayo-
ría de las correlaciones existentes entre la presencia
de las bandas de cizalladura y las propiedades del ma-
terial conformado se basan en la estimación de la de-
formación correspondiente a la tensión de inestabi-
lidad o al máximo de la tensión de fluencia[20 y 21].
Otros modelos[24 y 25] toman en cuenta los efectos de
la deformación y del endurecimiento sobre la loca-
lización de la fluencia y tratan el problema como si
fuese un proceso y no como un evento específico.
Estos modelos intentaron describir el fenómeno de
la localización de la deformación en el conformado de
materiales bajo distintos modos de carga, asumien-
do la presencia de una imperfección inicial, geomé-
trica o de deformación y midiendo su crecimiento
relativo al resto de la pieza conformada, para conse-
guir un equilibrio en las dos regiones. De esta mane-
ra, el grado exacto de la localización de la fluencia, co-
nocido como el límite de conformado, ha podido ser
evaluado[24-29].

2.1.1. El�criterio�de�Considère�en�tracción
y�compresión�

Desde que Considère publicó su trabajo clásico sobre
la estricción, en 1885[30], se reconoció claramente que,
en tracción, la localización de la fluencia empieza cuan-
do la velocidad de endurecimiento no es lo suficiente-
mente alta como para compensar la disminución en
la sección transversal. En torsión[28], se demostró que
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la velocidad de endurecimiento debe anularse al no
cambiarse el área de la sección deformada mientras
que en ensayos de compresión[26], debe ser suficien-
temente negativa para compensar la velocidad de
crecimiento del área transversal. Así, se considera-
ba que la localización de la fluencia no puede mani-
festarse hasta que la velocidad de endurecimiento al-
cance un valor crítico.

La premisa básica del criterio de Considère[30] se
basa en que la estricción, como manifestación de in-
estabilidad plástica durante el ensayo de tracción, se
inicia, generalmente, cuando se alcanza la carga má-
xima: el endurecimiento por deformación produce
un incremento de la tensión de fluencia (debido a la
disminución del área de la sección transversal de la
probeta) más grande que la capacidad del material
para soportar la carga. De esta manera, un material
plástico ideal, en el cual no tiene lugar ningún en-
durecimiento por deformación, podría hacerse ines-
table en tracción e iniciarse la estricción tan pron-
to como empezase la fluencia. 

El criterio de Considère, llamado también criterio
de carga máxima, supone que la condición de apari-
ción de la inestabilidad se satisface cuando la carga
aplicada, F, pasa por un máximo. Dicha condición
se escribe:

(10.I)

donde, F, s y A son la carga, tensión y sección del
área transversal, respectivamente.

De la constancia de volumen se deduce:

(11.I)

(12.I)

donde, L es la longitud de la probeta.
Así, suponiendo que las deformaciones plásticas

son independientes del tiempo, según Considère, la
inestabilidad plástica se alcanzará cuando se verifi-
que el criterio siguiente:

(13.I)

La ecuación (13.I) indica que, en un ensayo de
tracción uniaxial, el material se deformará progresi-

vamente hasta alcanzar el punto donde ,

a partir del cual se producirá la estricción local con
una deformación para la cual la pendiente de la curva
tensión verdadera deformación verdadera es igual a la
tensión verdadera correspondiente a esa deformación.
La sección geométrica del cuello de la estricción se irá
reduciendo hasta que la carga medida empiece a dismi-
nuir y se produzca la fractura. 

Cuando la carga alcanza su máximo, se define la
deformación crítica, ec. Si el comportamiento del ma-
terial obedece a una ley potencial de tipo Hollomon:
s = K en, es posible determinar, fácilmente, la deforma-
ción correspondiente a la estricción local:

(14.I)

Por tanto, la deformación de la estricción es nu-
méricamente igual al coeficiente de endurecimien-
to por deformación, n (ec = n).

Considère propuso, también, una manera gráfica
para determinar la deformación de inicio de la ines-
tabilidad plástica. Este método alternativo utiliza la
definición de la deformación ingenieril, e:

(15.I)

o bien:

(16.I)

De esta manera, una forma alternativa para esta-
blecer la condición de inestabilidad es:

(17.I)

En la figura 1, el punto A, de la curva s - e, repre-
senta una deformación negativa de valor absoluto,
1. Una línea trazada desde el punto A (e = –1, s = 0)
y tangente a la curva s - e indicará el punto de carga
máxima porque, de acuerdo con la ecuación (17.I), la

pendiente en este punto es . La tensión en este

punto es la tensión verdadera con carga máxima.
Aunque el criterio clásico de Considère se basó

en la deformación ingenieril, puede ser, también, des-
arrollado en términos de deformación verdadera.

Esto, se hace representando s y en función de 

e, o bien introduciendo el coeficiente de endureci-
miento, g (Fig. 2). En la primera aproximación, el
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inicio de la inestabilidad se define por la condición
expresada en la ecuación (13.I), y en la segunda ex-
presada por:

(18.I)

Generalmente, el criterio de Considère no pue-
de aplicarse en un ensayo de compresión ya que una
particularidad muy importante y específica del ensa-
yo de compresión es el aumento del área de la sec-
ción de la probeta. Dicho aumento hace incrementar

la velocidad de endurecimiento. Sin embargo, cuan-
do un ensayo de compresión se realiza a alta tempe-
ratura, varios mecanismos convencionales de endu-
recimiento se vuelven inestables, y aparecen los de
ablandamiento por fluencia y los de inestabilidad
plástica. En este caso, si la velocidad de ablandamien-
to por fluencia supera la del incremento de la sec-
ción transversal, una carga máxima será alcanzada,
seguida de una carga mínima. Esta condición se repre-
senta en la figura 3 a), donde se puede observar que
s y e son, ambas, negativas. También, en la figura 3 b),
se ilustra las condiciones expresadas en las ecuacio-
nes (13.I) y (18.I) donde g – 1 es negativo para una
fluencia estable.

2.1.2. El�criterio�de�Hart

El análisis de Considère es aplicable, solamente, a los
materiales insensibles a la velocidad de deformación.
Backofen et al.[31] fueron de los primeros en tratar de
cuantificar el efecto de la sensibilidad a la velocidad
de deformación. Posteriormente, Hart[32], en uno de
los primeros análisis del comportamiento de super-
plasticidad, desarrolló un análisis más general y uni-
ficado del ensayo de tracción. El punto de partida del
análisis de Hart es la ecuación (16.I) y asumiendo
que la ecuación constitutiva del comportamiento del
material deformado incluye el endurecimiento por
deformación y la sensibilidad a la velocidad de de-
formación, s = s (e, e·). 

Puesto que:

(19.I)

es decir;

(20.I)

Por lo tanto,

(21.I)

Dividiendo la ecuación (21.I) por F, se obtiene:

(22.I)
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Figura 1. aplicación del “criterio de Considère”
para determinar el punto de carga máxima sobre
la curva tensión verdadera-deformación inge-
nieril en un ensayo de tracción

Figure�1.�Application�of�“Considère�criterion”�for
determination�of�the�nominal�strain�at�maximum
load�in�a�tensile�test.

Figura 2. evolución de s, ∂s/∂e y g con la de-
formación e durante un ensayo de tracción[24].

Figure�2.�The�dependence�of�s,�∂s/∂e and�g on
strain�e�during�a�tensile�test[24].
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Figura 3. a) representación típica de un ensayo de compresión de un material que sufre un ablan-
damiento por fluencia[26]. el “criterio de Considère” modificado se usa para definir el inicio y el fin de
la inestabilidad plástica, en la curva de fluencia tensión verdadera - deformación ingenieril (s - e),
mediante las deformaciones ingenieriles críticas y ec y e’c. la curva tensión verdadera-deformación
verdadera (s – e) se representa en línea discontinua para poder comparar las dos curvas; b) evolución
de s, ∂s/∂e y g con la deformación verdadera e durante un ensayo de compresión de un material
que sufre ablandamiento por fluencia[26]. es importante hacer notar que la deformación de hart, eh, pa-
ra el inicio de la fluencia localizada precede la deformación de Considère, ec, para el inicio de la loca-
lización sensible a la velocidad de deformación. es interesante, también, destacar que la deformación
de Considère, e’c, para el fin de la fluencia inestable precede la de hart, e’h.

Figure�3-�a)�A�typical�representation�for�compression�test�for�a�flow�softening�material[26].�A�modified
“Considère�criterion”�is�used�to�define�the�onset�and�end�of�load�instability�on�the�true�stress
engineering�strain�flow�curve�(s -�e).�The�true�stress�true�strain�curve�(s – e)�is�given�in�broken�line
for�purposes�of�comparison;�b)�The�evolution�of�s,�∂s/∂e and�g on�true�strain�e during�the�compression
test�of�a�flow�softening�material[26].�Note�that�the�Hart�strain�eH for�the�onset�of�flow�localization
precedes�the�“Considère”�strain�ec for�the�onset�of�strain�rate�localization.�It�is�also�of�interest�that
the�“Considère”�strain�e’c for�end�of�unstable�flow�precedes�that�of�Hart�strain�e’H.
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o bien:

(28.I)

Se puede comprobar fácilmente que:

(29.I)

A una velocidad del bastidor de la máquina cons-
tante, (L̈ = 0), se puede mostrar a partir de la ecuación
(28.I) que:

(30.I)

y, entonces, la carga máxima se alcanza cuando
g = 1 + m. A una velocidad de deformación cons-
tante ( ) la carga máxima se alcanza cuan-

do g = 1, que es el criterio de Considère expresado
en la ecuación (18.I). Por otra parte, la condición
para el inicio de la localización de la fluencia, es da-
da en la ecuación (29.I) como g = 1 – m, y está re-
presentada en la figura 1 por eHart. 

En el caso de un ensayo de compresión, el análi-
sis de Hart es el mismo, cambiando sólo el signo de al-
gunos parámetros. Por ello, F, s, e, e· y L· son negati-
vos; m,A , A

·
y L son positivos. Para materiales que su-

fren un ablandamiento por fluencia, ds/de es,
primero, positivo y, luego, se hace negativo, mien-
tras que F

·
y g son, primero, negativos y, luego, son

positivos. Con esta convención de signos, las ecuacio-
nes de estabilidad en el caso de un ensayo de com-
presión son idénticas que las desarrolladas por Hart en
el caso de un ensayo a tracción, excepto que las des-
igualdades asociadas con la fluencia estable e ines-
table se invertirían. De esta manera, para L̈ = 0, la
fluencia es estable mientras (g – (1 + m)) < 0, e ines-
table cuando (g – (1 + m)) > 0.

Una análisis similar puede aplicarse en el caso de
un ensayo a velocidad de deformación verdadera
constante (la deformación es estable cuando ((g – 1)
< 0) y en el caso de una fluencia localizada (la fluen-
cia es estable cuando (g  – (1 – m) < 0).

Para ilustrar gráficamente estas relaciones, las de-
formaciones asociadas con el inicio (eH) y fin (e’H) de
la fluencia localizada se indican en la figura 3 b). Es
importante observar que en compresión, eH precede
a eC, mientras que el contrario se observa en tracción.

2.1.3. Criterio� de� la� velocidad� de
deformación�para�la�localización�de
la� fluencia.� Parámetro� de� la
localización�de�la�fluencia

Poco después de publicar Hart su teoría sobre el en-
sayo de tracción, Campbell[28] presentó su teoría de
inestabilidad plástica en materiales sensibles a la ve-
locidad de deformación, estructurando su análisis en
términos de un gradiente de deformación axial.
Posteriormente, varios autores han utilizado los aná-
lisis de Hart y Campbell como puntos de partida pa-
ra tratar el problema de la inestabilidad plástica, in-
troduciendo una ecuación constitutiva más gene-
ral[16, 26, 27, 33 y 34].

En el análisis de Hart, la estabilidad plástica que-
da definida en términos de los parámetros de endure-
cimiento, g, y de sensibilidad a la velocidad de de-
formación,m, y la inestabilidad plástica se define co-
mo una violación al criterio de estabilidad. No
obstante, Hart reconoció que la inestabilidad no tie-
ne por qué ser catastrófica, pero puede proceder a lo-
calizar la deformación plástica a un ritmo muy lento.
De esta manera, cuando se produce una inestabili-
dad plástica, el proceso de localización de fluencia
controla el grado de deformación útil que se puede
aplicar antes de llegar a la rotura final. 

Durante el ensayo de tracción de materiales endu-
recidos por deformación, el parámetro g es, general-
mente, positivo y disminuye cuando la deformación
aumenta. Por tanto, para materiales con alta sensi-
bilidad a la velocidad de deformación, la deforma-
ción se hace inestable a valores bajos de deforma-
ción, pero la localización de la deformación no pue-
de producirse hasta que se alcancen altos valores de
la deformación. En ensayos de compresión, el con-
formado de materiales endurecidos por deformacio-
nes es intrínsecamente estable debido a que la tensión
de fluencia y el área deformada van aumentando a
medida que va progresando la deformación plástica.
Sin embargo, para materiales que sufren ablanda-
miento por fluencia, si la tensión disminuye a una
velocidad más grande que la velocidad de incremen-
to del área deformada, la deformación se vuelve ines-
table. Esto es, la deformación ocurre sin un aumento
de la carga aplicada. Jonas, Holt y Coleman[26] han
demostrado que la deformación inestable se produ-
ce en una zona delimitada por dos valores de deforma-
ción: cuando g = 1, para una velocidad de deforma-
ción constante y cuando g = (1 – m), para una velo-
cidad del bastidor de la máquina constante. Y, han
definido dos tipos de localización: localización de la
fluencia (cuando el grado de cambio del área en una
zona de inhomogeneidad supera el del volumen de
todo el material) y la localización de la velocidad de
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deformación (cuando la velocidad de deformación
en una zona de inhomogeneidad supera el del volu-
men de todo el material). El primer tipo de localiza-
ción es el mismo definido por Hart y empieza cuan-
do g = (1 – m). La localización de la velocidad de de-
formación es similar a la considerada por Considère
y se produce entre los valores de deformación defi-
nidos cuando g = 1 (Fig. 3 b)). Como la sensibilidad
a la velocidad de deformación aumenta, los dos valo-
res de deformación correspondientes a g = (1 – m)
quedan cada vez más alejados y la localización de la
fluencia se produce durante un tiempo más largo.

Jonas y Semiatin[16, 26, 27 y 33] trataron de definir
un parámetro capaz de cuantificar el grado de la loca-
lización de la fluencia. Empezaron sus análisis, de la
misma manera que procedió Hart, considerando que
la carga, F, es igual en todos los puntos de la pieza y
aplicando una variante de la ecuación (10.I):

(31.I)

sabiendo que:

(32.I)

la ecuación (31.I) puede volverse a escribir de la si-
guiente manera:

(33.I)

En la ecuación (33.I) puede usarse la definición de
los parámetros g, m y de modo que resulta:

(34.I)

o bien,

(35.I)

El parámetro a puede definirse, también, como,

y se usa para estimar la tendencia que

tiene el material a desarrollar zonas de concentra-
ción de la deformación. Es interesante destacar que a
es función, solamente, de los parámetros caracterís-
ticos del material g y m. Ambos o cada uno de estos
parámetros pueden ser función de e, e· y T. Así, para
determinar la tendencia del material a desarrollar
concentraciones de deformación, se requieren unas
curvas de fluencia obtenidas durante ensayos de com-
presión uniaxial, a velocidad de deformación verda-
dera constante y valores estimados de m (basados en
las curvas de fluencia para dos velocidades de defor-
mación diferentes), y a debe ser evaluado en función
de la deformación, velocidad de deformación y tem-
peratura.

La ecuación (35.I) indica que la fluencia es esta-
ble en un ensayo de tracción cuando a > 0 y es es-
table en un ensayo de compresión cuando más ne-
gativo es a (a < 0). Semiatin y Lahoti[33 y 35] demos-
traron que la tensión de fluencia máxima es una
condición necesaria para la aparición de la localiza-
ción de la deformación y de las bandas de cizalladu-
ra, pero no es suficiente y debe haber un grado sustan-
cial de ablandamiento por fluencia (endurecimiento
negativo) para que pueda haber una localización con-
siderable de la deformación. Dichos autores, siguien-
do la metodología desarrollada por Jonas et al.[26 y 27]
correlacionaron la aparición de la localización de la
fluencia con las propiedades del material, a través
del parámetro de localización de la fluencia a. En
ensayos de compresión, la fluencia localizada se pro-
duce cuando a > 0; esto corresponde a materiales
que exhiben coeficientes de endurecimiento, g > 1,
es decir, un ablandamiento por fluencia bastante im-
portante (como s y e son, ambas, negativas en com-
presión). Cuando g = 1, la velocidad de ablanda-
miento por fluencia solo se compensa por el endure-
cimiento geométrico o por incremento de área. Así,
g > 1 es necesaria para permitir el desarrollo de una
fluencia inestable. Generalmente, los materiales que
se endurecen por deformación, o bien los que pre-
sentan un ablandamiento por fluencia mínimo, re-
sisten apreciablemente las concentraciones de defor-
mación (esto es, tienen muy bajas velocidades de lo-
calización de la fluencia) siempre y cuando la
sensibilidad a la velocidad de deformación sea sufi-
cientemente alta (≥ 0,2).

Varios trabajos de investigación[16, 33 y 36], en base a
observaciones microestructurales, verificaron que, en
procesos de conformado en caliente, las aleaciones de
titanio exhiben una localización de la fluencia signifi-
cativa cuando a ≥ 5. Así, el criterio de inestabilidad
plástica, basado en conceptos de localización de la
fluencia de Semaitin, Jonas y Lahoti[18, 26, 33 y 35], en
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procesos de conformado en caliente puede expresar-
se de la siguiente manera:

(36.I)

2.2. Criterios termodinámicos continuos

En las últimas décadas, varios investigadores han es-
tudiado extensivamente los efectos de la deforma-
ción, velocidad de deformación, temperatura y mi-
croestructura sobre el comportamiento de fluencia de
los metales utilizando mapas de procesado (Raj)[3] o
de deformación (Ashby y Frost)[4]. En estas dos apro-
ximaciones, las ecuaciones constitutivas utilizadas se
desarrollaron asumiendo que son dependientes de
procesos atómicos básicos, tales como movimiento
de dislocaciones, difusión, deslizamiento de los lími-
tes de grano y transformaciones de fase. Tanto los ma-
pas de Ashby y Frost como los de Raj constituyeron un
avance muy importante en la optimización de la con-
formabilidad, puesto que proporcionan información de
las zonas de inestabilidades plásticas a evitar duran-
te un proceso de conformado. Sin embargo, dichos
mapas presentan ciertas limitaciones para aleaciones
comerciales debido a la no disponibilidad de todos
los datos requeridos para su construcción. Además,
no es posible saber, a priori, todos los mecanismos mi-
croestructurales de daño que ocurren en el material
para poder modelarlos adecuadamente.

Debido a las limitaciones de los mapas de deforma-
ción y de procesado, se desarrolló otro método muy
prometedor en cuanto al análisis de la inestabilidad
plástica y la optimización de la conformabilidad en ca-
liente; es el llamado “Modelo Dinámico de
Materiales” (de aquí en adelante, DMM). En este
método, desarrollado por Prasad et al.[5 y 7] y analiza-
do por Gegel et al.[37 y 38] y Alexander[39], la pieza con-
formada a alta temperatura se considera como la úni-
ca parte de todo el sistema del proceso capaz de disi-
par energía y su ecuación constitutiva es una relación
analítica que describe la variación de la tensión de
fluencia con los parámetros de deformación, es de-
cir, temperatura y velocidad de deformación. Esta
ecuación es una característica intrínseca del mate-
rial de la pieza conformada y describe la manera en
que la energía se convierte en cualquier instante,
usualmente, en energía térmica y microestructural
no recuperable por el material. Por consiguiente, la
deformación en caliente se modela manejando va-
rios procesos termodinámicos irreversibles controla-
dos por la velocidad de energía aportada y la posterior
disipación de esta energía mediante los procesos me-
talúrgicos dinámicos.

El desarrollo del DMM se ha basado en tres gran-
des disciplinas: 1: Mecánica continua de la fluencia
plástica en grandes deformaciones; donde el mate-
rial conformado actúa como un disipador de energía,
tal como ha sido descrito por Ziegler[40]; 2: Principios
generales de la modelización de sistemas físicos des-
critos por Wellstead[41], donde los conceptos energé-
ticos de contenido disipador y co-contenido disipador
se aplican a sistemas mecánicos, eléctricos y magné-
ticos; 3: Conceptos de la termodinámica irreversible
que describen la estabilidad y la autoorganización de
los sistemas caóticos propuestos por Prigogene[42],
donde la tasa de producción de entropía se utiliza pa-
ra caracterizar el comportamiento de los fenómenos
irreversibles. 

A pesar de ser validado por numerosos trabajos
de investigación[9, 13 y 43-52], el DMM sigue siendo un
tema de controversia en la literatura y no se puede
afirmar que es un método “de consenso”, debido a
las inconsistencias que varios investigadores encon-
traron en sus conceptos y fundamentos físicos que
explicaremos más adelante en este trabajo. No obs-
tante, las comprobaciones microestructurales, lleva-
das a cabo en diferentes procesos industriales (forja,
extrusión y laminación) de varios materiales[9], ava-
lan la utilidad de este método en la identificación de
los dominios de inestabilidades plásticas en los mapas
de conformado. 

2.2.1. Conceptos�termodinámicos

En los modelos termodinámicos, el conformado en
caliente se analiza por medio de la energía suministra-
da, P, al material conformado. La energía total disi-
pada está relacionada con la tasa de producción de
entropía de la siguiente manera:

(37.I)

donde, es la tasa de producción de entropía. La

energía, P, es siempre positiva para los procesos irre-
versibles (deformación plástica, por ejemplo) e igual
a cero para procesos reversibles. Bajo condiciones
isotérmicas, la tasa de producción de entropía es to-
talmente “interna” (P). El teorema de la mínima pro-
ducción de entropía de Prigogine[53] postula que to-
do sistema evoluciona naturalmente a un estado es-
tacionario estable donde la tasa de producción de
entropía es mínima; este estado corresponde al de
máxima eficiencia en presencia de procesos irre -
versibles. En el marco de la teoría termodinámica
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 generalizada de los procesos irreversibles se puede
postular que todo sistema evoluciona, en la superficie
definida por la producción global de energía y los pa-
rámetros de control, a un estado donde la disipación
termodinámica es mínima. Una de las aplicaciones
potenciales de la termodinámica de los procesos irre-
versibles consiste en establecer las condiciones inicia-
les y de frontera bajo las cuales un sistema logra ob-
tener el máximo de eficiencia con un mínimo de di-
sipación termodinámica. Basaran y Nie[54] han
demostrado que la producción de entropía causada
por la disipación de energía puede dividirse en cuatro
términos: dos, llamados disipación intrínseca ó disi-
pación mecánica, que consisten en una disipación
plástica más una disipación asociada a la evolución de
otras variables internas y los otros dos términos, que
son la disipación térmica debida a la conducción de
calor y una fuente interna de calor.

En los casos donde los cambios microestructurales
y la disipación de calor pueden separarse, Malvern[55],
también, ha demostrado que la producción total de
entropía consiste en dos partes complementarias. La
primera parte (generalmente, más grande) consiste
en “entropía de conducción” que se debe a la con-
ducción de calor desde donde se genera (por fluencia
plástica) hacia las zonas más frías del sistema. La se-
gunda parte se debe a la disipación microestructural,
que provoca una reducción en la tensión de la fluen-
cia plástica (por movimiento de dislocaciones).
Ziegler[40] representó estas dos partes en términos de

funciones disipativas y demostró que la energía ins-
tantánea total disipada (P = s · e·) puede expresarse
por la suma de dos integrales[41]:

(38.I)

donde, G es el área por debajo de la curva de la figu-
ra 4 a) y representa el contenido disipador. J es el
área por encima de la curva de la figura 4 b) y es la
función complementaria de G.

Para entender el sentido físico de G y J, deben con-
siderarse los procesos microscópicos de la deformación
plástica[40]. La fluencia plástica ocurre por deslizamien-
to cristalográfico que, como se sabe, resulta del des-
plazamiento de dislocaciones sobre sus planos de des-
lizamiento bajo la acción de una tensión de cizalladu-
ra, t. La acción de t aumenta la energía cinética y
potencial. Una parte considerable de la energía po-
tencial es, casi instantáneamente, transformada en
energía cinética. Sin embargo, la energía cinética to-
tal producida por fluencia plástica se transforma en
calor. La mayor porción de esta transformación se di-
sipa a través de este aumento de temperatura y se repre-
senta por el contenido disipador G (el área bajo la cur-
va, como indica la figura 4) y la parte restante es al-
macenada en forma de defectos.

Las dislocaciones móviles se agrupan, después de
la aniquilación de algunas por la restauración térmica
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Figura 4. a) representación esquemática de la ecuación constitutiva de un disipador de energía
mostrando las áreas correspondientes a las funciones G y J; b) Caso de un disipador lineal ideal

Figure�4.�a)�Schematic�representation�of�the�dynamic�constitutive�equation�in�a�power�dissipator
showing�the�areas�corresponding�to�the�functions�G�and�J;�b)�Case�of�an�ideal�linear�dissipator.
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o mecánica y pueden, también, formar intercaras que
a temperaturas suficientemente altas pueden migrar
para causar una aniquilación, a mayor escala, de las
dislocaciones. A temperaturas relativamente bajas,
donde los procesos de restauración son lentos, los
grupos de dislocaciones pueden crear fisuras inter-
nas, las superficies libres de las cuales forman “los su-
mideros” para la aniquilación de las dislocaciones.
Pueden existir otros procesos microscópicos (p.ej.,
fluencia difusional, transformación de fase inducida
por tensión) que eliminan dislocaciones y disipan
energía. Todos estos fenómenos metalúrgicos contri-
buyen a la disipación de energía en menor propor-
ción que el contenido disipador G y representan la
disipación de energía a través de la función comple-
mentaria J: el co-contenido disipador. El comporta-
miento dinámico del material puede, explícitamen-
te, modelarse en términos de la variación de J con
los parámetros del proceso. En cada instante, la di-
sipación de energía ocurre mediante un aumento de
temperatura (el contenido, G) y cambios microes-
tructurales (el co-contenido, J).

El reparto de energía entre G y J se decide me-
diante el coeficiente m de sensibilidad a la velocidad
de deformación de la tensión de fluencia. De la ecua-
ción (38.I) se deduce que el reparto de energía en-
tre G y J viene dada por:

(39.I)

para una fluencia plástica estable, 0<m<1, es decir,
la deformación ocurre entre estos dos extremos J = 0
y J = 0,5 P. En el caso extremo, J puede ser como mu-
cho, igual a G, puesto que las dislocaciones no pueden
ser aniquiladas a velocidades más grandes que aquéllas
a las que se generan. Esto es el caso ideal de un disipa-
dor lineal, donde m = 1 y J = Jmax = Gmin= 0,5 P y la
mitad de energía se disipa como fluencia plástica del
material mientras que la otra mitad se disipa en forma
de calor (Fig. 4 b). En el otro extremo, m = 0 y J = 0
la deformación es totalmente independiente de la ve-
locidad de deformación y el material no disipa ener-
gía a través de los procesos metalúrgicos y se compor-
tara como un “almacén” de energía mediante gene-
ración de dislocaciones. 

En materiales que tienen microestructuras com-
plejas o aleaciones bifásicas, los procesos metalúrgi-
cos dinámicos, que contribuyen a la disipación de
energía durante la deformación en caliente, ocurren
simultáneamente y/o interactivamente. En conse-
cuencia, el valor evaluado de J será el resultado global
de estas interacciones. En efecto, los procesos metalúr-
gicos, tales como la restauración dinámica, recris -
talización dinámica, rotura interna, disolución o

 crecimiento de partículas (o segundas fases) en con-
diciones dinámicas y transformación de fase inducida
por deformación o precipitación dinámica contribu-
yen a un cambio en el valor de la energía disipada, J.
Cuando dos procesos principales de disipación de ca-
racterísticas diferentes ocurren simultáneamente, el
valor de J alcanza su máximo cuando la energía disi-
pada por uno iguala la del otro.

Considerando que la velocidad máxima posible
de aniquilación de dislocaciones solo puede ser, como
mucho, igual a la velocidad de generación de estas
dislocaciones, la disipación de energía a través del
co-contenido, J, puede normalizarse con un disipa-

dor lineal para definir un parámetro

adimensional llamado eficiencia de la disipación de
energía (h) a través de los procesos metalúrgicos
(Ec. (5.I)).

2.2.2. Criterios�de�estabilidad�de�Liapunov

El parámetro adimensional de la eficiencia de disi-

pación de energía, , del DMM, es muy im-
portante para el control de la energía disipada du-
rante un proceso de conformado[5, 7, 12 y 50]. Este pará-
metro se utiliza, también, para formular la función
de Liapunov, que es una cantidad del sistema asocia-
da al criterio de estabilidad de Liapunov[56]conside-
rado como un método general aceptado en el dise-
ño ingenieril[57]. La función de Liapunov es un térmi-
no arbitrario que relaciona los cambios en la energía
total de un sistema dado. 

El criterio de Liapunov requiere que el sistema
minimice su energía total, continuamente. Además,
este criterio conduce a la condición de que, en re-
giones estables, la derivada parcial de segundo orden
de los parámetros de eficiencia, h, y de entropía, S,
respecto a log e· tiene que ser negativa. Esta condi-
ción asegura, definitivamente, que el sistema se apro-
xime a las condiciones del estado estable donde la
energía es mínima y la eficiencia es máxima. La fun-
ción de Liapunov se formula de la manera siguiente:

(40.I)

Para definir un parámetro de control capaz de es-
tudiar la influencia de la temperatura sobre el compor-
tamiento y la conformabilidad del material se ha es-
tablecido una metodología, basada en el método di-
recto de Liapunov, donde la energía total disipada se
representará en términos de la velocidad de entro-
pía aplicada, Sapp, y de la temperatura. Dicha metodo-
logía se ha utilizado para determinar la relación

1
m ln

ln ˙ 
˙ 

˙ 
˙ L 
L

˙ ̇ L 
˙ L 

Cte.

ln ˙ 

dS
dt

m 1; Jmax
P
2

2m
m 1
s

ln ˙ 

T
0

m
T

R ˙ x k .˙ x k
1/2

˙ P E d ˙ 
0

˙ 

˙ P D ˙ d
0

2m
m 1

A
A

m ln
ln˙ 

˙ 
˙ 

J ˙ d
0

1
m ln

ln ˙ 
˙ 

˙ 
˙ L 
L

˙ ̇ L 
˙ L 

Cte.

ln ˙ 

dS
dt

m 1; Jmax
P
2

2m
m 1
s

ln ˙ 

T
0

m
T

R ˙ x k .˙ x k
1/2

˙ P E d ˙ 
0

˙ 

˙ P D ˙ d
0

2m
m 1

A
A

m ln
ln˙ 

˙ 
˙ 

J ˙ d
0

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂ e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂ T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2



a. al omar y J.m. Prado

154 rev. metal. madrid, 46 (2), marzo-abril, 143-161, 2010, issn: 0034-8570, eissn: 1988-4222, doi: 10.3989/revmetalm.0935

entre la velocidad de entropía producida por el sis-
tema, Ssys, y la velocidad de entropía aplicada al sis-
tema, Sapp, usando las siguientes etapas:

(41.I)

y por definición,

(42.I)

además,

(43.I)

donde,

(44.I)

define un nuevo parámetro de control, s, llamado
parámetro de sensibilidad a la temperatura, definido
como

(45.I)

El signo menos en la ecuación (45.I) puede ser
despreciado y el valor de s puede considerarse como
positivo porque la tensión de fluencia disminuye
cuando la temperatura aumenta. Por tanto, la velo-
cidad de entropía producida por el sistema viene da-
da por:

(46.I)

donde, P/t puede considerarse como la velocidad
de entropía aplicada al sistema.

El parámetro de sensibilidad a la temperatura, s,
puede ser calculado usando los valores experimenta-
les de s obtenidos para una deformación y una velo-
cidad de deformación constante a intervalos muy
próximos de temperatura.

(47.I)

Este valor de s corresponderá a la temperatura:

(48.I)

De la misma manera, s se determina para varias
temperaturas y velocidades de deformación a una de-
formación dada, y estos valores serán, posteriormen-
te, usados para la determinación de .

De acuerdo con la 2ª ley de la termodinámica, s
debería ser más grande que la unidad para una fluen-
cia estable del material. Esto quiere decir que la pie-
za conformada debería almacenar entropía al menos
tan rápido como la velocidad de producción de ca-
lor por deformación para la fluencia estable. Por lo
tanto, para una fluencia estable, tiene que ser
inferior a 0, si s es considerada como una función de
Liapunov, es decir:

(49.I)

Por tanto, la condición es muy importan-

te y sirve para delinear las zonas de estabilidad en los
mapas de disipación de energía. Dicha condición ase-
gura que el sistema se aproxime a un estado de mí-
nima energía y máxima eficiencia.

2.2.3. Criterios�de�estabilidad�de�Gegel

Usando los fundamentos de la mecánica de medios
continuos, de la termodinámica y de la teoría de es-
tabilidad, Gegel[37 y 38] ha sugerido para una fluencia
estable, durante un proceso de conformado, las si-
guientes condiciones considerando una función de
Liapunov, L (h, s) [58]:

(50.I)

(51.I)

(52.I)

(53.I)

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂ e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂ T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂ e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂ T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

1
m ln

ln ˙ 
˙ 

˙ 
˙ L 
L

˙ ̇ L 
˙ L 

Cte.

ln ˙ 

dS
dt

m 1; Jmax
P
2

2m
m 1
s

ln ˙ 

T
0

m
T

R ˙ x k .˙ x k
1/2

˙ P E d ˙ 
0

˙ 

˙ P D ˙ d
0

2m
m 1

A
A

m ln
ln˙ 

˙ 
˙ 

J ˙ d
0

1
m ln

ln ˙ 
˙ 

˙ 
˙ L 
L

˙ ̇ L 
˙ L 

Cte.

ln ˙ 

dS
dt

m 1; Jmax
P
2

2m
m 1
s

ln ˙ 

T
0

m
T

R ˙ x k .˙ x k
1/2

˙ P E d ˙ 
0

˙ 

˙ P D ˙ d
0

2m
m 1

A
A

m ln
ln˙ 

˙ 
˙ 

J ˙ d
0

1
m ln

ln ˙ 
˙ 

˙ 
˙ L 
L

˙ ̇ L 
˙ L 

Cte.

ln ˙ 

dS
dt

m 1; Jmax
P
2

2m
m 1
s

ln ˙ 

T
0

m
T

R ˙ x k .˙ x k
1/2

˙ P E d ˙ 
0

˙ 

˙ P D ˙ d
0

2m
m 1

A
A

m ln
ln˙ 

˙ 
˙ 

J ˙ d
0

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂ e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂ T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂ e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂ T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂ e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂ T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2

m = ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 =

˙ ε 
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

γ = 1
σ

∂ σ
∂ ε

α = −1
m

γ

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

η = J
Jmax

= P − G
Jmax

= 2 − 2G
P

 
  

 
  =

2J
P

P= G + J = σ ⋅ ˙ ε 

G= σ ⋅ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫

Jmax = σ . ˙ ε 
2

 
  

 
  =

P
2

∂F = σ ∂A + A∂σ( ) = 0
∂V
V

= ∂L
L

+ ∂ A
A

= 0

∂ σ
σ

= ∂ L
L

= − ∂ A
A

= ∂ ε = ∂ e
1+ e

∂ σ
∂ ε

= σ

∂ σ
∂ ε

= σ = Kε n= nKε n−1

ε = ln 1+ e( )
∂ε = ∂e

1+e
∂σ
∂ e

= σ
1+ e

γ −1= 0

˙ σ = dσ
dt

= 1
dt

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

dε + ∂σ
∂ ˙ ε 

 

 
 

 

 
 

ε

d ˙ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

˙ ε 

˙ ε + ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 

ε

˙ ̇ ε 
 

 
 

 

 
 

˙ F = dF
dt

=
σ dA + Adσ( )

dt
= σ ˙ A + A ˙ σ = 0

˙ F 
F

=
σ ˙ A + A ˙ σ ( )

σA
=

˙ A 
A

+
˙ σ 

σ
˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ 1
σ

∂σ
∂ε

˙ ε + 1
σ

∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ F 
F

=
˙ A 
A

+ γ ˙ ε + m
˙ ε 

˙ ̇ ε 

˙ ε =
˙ L 
L

= −
˙ A 
A

    

˙ F 
F

=
˙ A 
A

1− γ − m( ) +
˙ ̇ A 
˙ A 

m

∂ ln ˙ A 
∂ ln A

=
γ − 1− m( )( )

m

    

L
F

∂ F
∂ L

 

 
 

 

 
 

˙ L 

= γ − 1+ m)( )

∂ F = 0 = σ ∂ A + A∂σ =1+ A
σ

∂σ
∂ A

 

 
 

 

 
 

F

∂σ = ∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂ ˙ ε 

A
σ

∂σ
∂ε

 

 
 

 

 
 ∂ε + ∂σ

∂ ˙ ε 
 

 
 

 

 
 ∂˙ ε 

∂ A
= −1

    
γ − m A

˙ ε 
∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

=1

A
˙ ε 

∂ ˙ ε 
∂ A

 

 
 

P

= γ −1
m

= α

1− α
5

< 0

P = σ ⋅ ˙ ε = dS
dt

T ≥ 0

P = σ ⋅ ˙ ε = σ ⋅d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = G + J

    V1 = η (log˙ ε )
    

∂ J
∂G

 

 
 

 

 
 

ε ,T

= ∂ P
∂G

∂ J
∂ P

= σ d ˙ ε 
˙ ε dσ

=
∂ lnσ( )
∂ ln ˙ ε ( )

 

 
 

 

 
 

ε ,T

≡ m

P= σ ˙ ε = ˙ S app T

∂P
∂T ˙ S 

= ˙ S sys

∂ P
∂T

= − P
T2

∂ lnP
∂ 1/T( ) = P

T
− 1

T
∂ lnP( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

1
T

∂ lnP( )
∂ 1/T( ) =

˙ ε 

− 1
T

∂ lnσ( )
1/T( )

s= − 1
T

∂ lnσ( )
∂ 1/T( )

 

 
 

 

 
 

ε, ˙ ε 

˙ S sys = P
T

s

s = ∂ lnσ
T ∂ 1/T( ) ε, ˙ ε 

= lnσ 2 − lnσ1

T1 + T2

2
 
  

 
  

T1 − T2

T1 T2

 

 
 

 

 
 

V2= s ln ˙ ε ( )
0 < m≤1

    
∂ η

∂ ln ˙ ε 
〈0

  s≥1

∂ s
∂ ln ˙ ε 

〈0

G < P ⇒ dG
d ˙ ε 

< dP
d ˙ ε 

⇒ σ < ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ

⇒ 1<
˙ ε 

σ
∂σ
∂ ˙ ε 

+ 1⇒ 1< m + 1

⇒ m > 0
J ≤ G

dJ
dG

≤1⇒ m≤1

− ∂σ
∂ T

≥ σ
T

1
T

∂
∂ (1/T)

∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

 

 
 

 

 
 < 0 ⇒ 1

T
∂ m

∂ (1/T)
< 0

⇒ −T ∂ m
∂T

< 0

⇒ ∂ m
∂T

> 0

0 < m≤1
∂ m
∂ ln ˙ ε 

〈 0

  s≥1

    
∂ s

∂ ln ˙ ε 
〈 0

  
dW(i)

dt
= P(i) = X k

(i) .˙ x k = T .d(i)S
dt

≥ 0

P(i) = D ˙ x k( )

D ˙ x k( ) = T d S
dt

≥ 0

X k
(i) .˙ x k = D ˙ x k( ) ≥ 0

  
∂D
∂R

〉 D
R

∂J
∂ ˙ ε 

> J
˙ ε 

  

∂ lnJ
∂ ln ˙ ε 

> 1

J= ˙ ε ⋅ dσ
0

σ

∫ = m
m + 1

σ ˙ ε = mP
m + 1

lnJ= ln m
m + 1

 

 
 

 

 
 + lnσ + ln ˙ ε 

lnJ
ln ˙ ε 

=
∂ ln m

m + 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∂ ln ˙ ε ( ) + ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

+ 1

ξ(˙ ε ) =
∂ l n m

m +1
 
   

  

∂ ln ˙ ε 
+ m 〉 0

σ ˙ ε = ˙ P E + ˙ P D = σ d ˙ ε 
0

˙ ε 

∫ + ˙ ε dσ
0

σ

∫

ς =
˙ P E

˙ P E min

 

 
 

 

 
 −1= 2

σ ˙ ε 
σ d ˙ ε 

0

˙ ε 

∫ −1= 2 G
σ ˙ ε 

−1
 

 
 

 

 
 

˙ P E min = σ ˙ ε 
2

η > 0 ó ς <1

η = J
Jmax

= P − G
P /2

= 2 J
P

= 2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
o

˙ ε 

∫
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ d ˙ ε 
0

˙ ε min∫ + σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫ 
   

  
 

 
 

 

 
 

η =2 1− 1
σ ˙ ε 

σ ˙ ε 
m +1

 

 
 

 

 
 

˙ ε = ˙ ε min

+ σ d ˙ ε 
˙ ε min

˙ ε 

∫
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

J = 1
2

Pη = 1
2

σ ˙ ε η

∂ J
∂ ˙ ε 

= ∂σ
∂ ˙ ε 

˙ ε = σ ∂ lnσ
∂ ln ˙ ε 

= mσ

2m
η

−1> 0 o bien 2 m > η

dP
d ˙ ε 

< P
˙ ε 

⇒ ˙ ε ∂σ
∂ ˙ ε 

+ σ ⇒ m < 0

    

dG
d ˙ ε 

< G
˙ ε 

⇒ σ ˙ ε < G ⇒ P < G ⇒ J < 0

dJ
d ˙ ε 

< J
˙ ε 

⇒ mσ < J
˙ ε 

⇒ mP < J

dW = X k .dxk = T.d S≥ 0(i)(i)(i)

(i)

˙ ̇ ε = ∂ ˙ ε 
∂ t

=
˙ ̇ L 
L

−
˙ L 
L

 

  
 

  

2

= −
˙ ̇ A 
A

+
˙ A 2

A

    

˙ F 
F

=
˙ L 
L

1− γ − m( ) +
˙ ̇ L
˙ L

m

T = T1 + T2

2



Criterios de PrediCCión de inestabilidades PlástiCas en ProCesos de Conformado en Caliente. (Parte i: revisión teóriCa)
Criteria for PrediCtion of PlastiC instabilities for hot working ProCesses. (Part i: theoretiCal review)

rev. metal. madrid, 46 (2), marzo-abril, 143-161, 2010, issn: 0034-8570, eissn: 1988-4222, doi: 10.3989/revmetalm.0935 155

Desde un punto de vista metalúrgico y para una
fluencia estable (Ec. (50.I)), los valores del paráme-
tro m pueden deducirse de las consideraciones teó-
ricas y de las observaciones 

(54.I)

Para una fluencia plástica estable la evolución de
la tensión, s, con e· tiene que ser convexa y para una
fluencia plástica ideal, G = J, por tanto, se puede es-
cribir:

(55.I)

(56.I)

La ecuación (50.I) satisface las relaciones dadas
en las ecuaciones (54.I) y (56.I). 

Usando la ecuación (45.I) la condición de estabi-
lidad (52.I) puede expresarse en términos de tensión
de fluencia, de la siguiente manera:

(57.I)

lo que significa que . Lo cual indica que la

tensión de fluencia, s, disminuye con la temperatu-
ra, T, a cualquier deformación y velocidad de defor-
mación. Y, a partir de la ecuación (50.I), la condi-
ción de estabilidad (53.I) puede expresarse como:

(58.I)

lo que indica que, para una fluencia estable, la sensi-
bilidad a la velocidad de deformación debe aumentar
con la temperatura.

De esta manera, de los análisis anteriores se pue-
de concluir que para que la fluencia plástica de un
material sea estable, además de satisfacer las dos con-

diciones, 0 < m < 1 y > 0, la curva de evolución

de s con e· debe ser convexa y la tensión de fluencia
debe disminuir con la temperatura. 

2.2.4. Criterios�de�estabilidad�de�Alexander

Usando el criterio de estabilidad de Liapunov y con-
siderando una función L(m,s), Alexander[39] ha pro-
puesto las siguientes condiciones para una fluencia
plástica estable durante un proceso de conformado:

(59.I)

(60.I)

(61.I)

(62.I)

Las condiciones anteriores indican que, para una
fluencia estable, la curva de evolución de s con e· de-
be ser convexa, la tensión de fluencia debe disminuir
con la temperatura y m debe disminuir con la veloci-
dad de deformación y aumentar con la temperatura.

2.2.5. Criterio�de�inestabilidad�basado�en
la� teoría� de� fluencia� plástica� de
Ziegler

Algunos principios extremos en la termodinámica
irreversible aplicada a la mecánica continua de la
fluencia plástica en las grandes deformaciones han
sido considerados por Ziegler[40]. La producción de
entropía puede depender del estado del sistema y de
su historia, determinada por el incremento de defor-
mación (dxk). Además, puede expresarse en térmi-
nos de la temperatura (T) y del trabajo de disipación
elemental (dW( i )).

(63.I)

donde, Xk
(i) es la fuerza irreversible.

La velocidad del trabajo de disipación está rela-
cionada con la tasa de producción de entropía, de la
manera siguiente:

(64.I)
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donde, x·k es la velocidad de deformación y P( i ) la
energía disipada.

En un estado dado del proceso, la velocidad del
trabajo de disipación es una función de disipación,
D(x·k), del sistema.

(65.I)

La función de disipación representa el comporta-
miento constitutivo del material y se define por:

(66.I)

La fuerza irreversible, Xk
(i), está relacionada con

D(x·k) mediante la expresión:

(67.I)

Sobre la base de la función de disipación y el prin-
cipio de la fuerza irreversible mínima Ziegler demos-
tró que la fluencia estable ocurre si el cociente dife-
rencial cumple la desigualdad:

(68.I)

donde, . Esto es equivalente a decir que

la fuerza irreversible, Xk
(i), aumentará con la veloci-

dad x·k.
Prasad[7] y Kumar[59] desarrollaron un criterio pa-

ra predecir los dominios de inestabilidades de fluen-
cia durante el conformado de un material. Este crite-
rio se basa en los principios de la mecánica de los
medios continuos aplicados a procesos de fluencia
plástica en grandes deformaciones propuestos por
Ziegler. Puesto que el co-contenido disipador, J, es
responsable de la disipación de energía mediante pro-
cesos metalúrgicos, la función de disipación relacio-
nada con la estabilidad de fluencia está representada
por J. Reemplazando D por J en la ecuación (68.I)
se puede obtener la condición para una fluencia esta-
ble a una deformación y temperatura constante:

(69.I)

La ecuación (69.I) puede escribirse, también, de
la siguiente manera:

(70.I)

Asumiendo que la ecuación dinámica constituti-
va del material conformado sigue una ley potencial,
s = K · e·m, obtuvieron que el co-contenido disipa-
dor ,J, puede expresarse como:

(71.I)

Tomando el logaritmo natural en ambos lados de
la ecuación (71.I):

(72.I)

y diferenciando la ecuación (72.I) con respecto a se
obtiene:

(73.I)

Sustituyendo la ecuación (71.I) en la ecuación

(70.I) y sabiendo que , se obtiene

la condición de estabilidad:

(74.I)

Por lo tanto, la x(e·) variación de con la tempe-
ratura y la velocidad de deformación constituye el
mapa de inestabilidad que puede ser superpuesto so-
bre el mapa de disipación de energía. El mapa de in-
estabilidad delinea las regiones de inestabilidad don-
de el parámetro x(e·) es negativo y serán, por tanto, zo-
nas a evitar en el proceso de conformado.

2.2.6. Criterio� de� inestabilidad� plástica

basado� en� el� modelo� de

reciprocidad�polar

El modelo de reciprocidad polar (PRM)[60 y 61] se ba-
sa en el principio de fluencia de la teoría de plasti-
cidad, que a su vez está basada sobre la convexidad
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de las superficies potenciales[62]. Este modelo se ha
concebido para expresar la energía en dos términos
complementarios; el de energía de endurecimiento,

, y el de energía de disipación, .

De esta manera, la energía total se puede expresar
como:

(75.I)

Además, en este modelo el parámetro de confor-
mabilidad intrínseca, z, viene dado por:

(76.I)

donde,

(77.I)

A grandes velocidades de deformación, donde fa-
lla el principio de fluencia, el término de energía de
endurecimiento, P·E, aumenta monótonamente para
alcanzar un valor muy grande para el cual el paráme-
tro z tienda a ser igual a 1. En estas condiciones, el
término de disipación de energía, P·D, alcanza un ex-
tremo catastrófico y el material muestra una inesta-
bilidad plástica en su comportamiento en fluencia.
En el modelo dinámico de materiales, los términos
y representan el contenido disipador, G, y el co-con-
tenido disipador, J, respectivamente. Usando la expre-
sión del parámetro de la eficiencia de disipación de
energía expresada en la ecuación (5.I), la ecuación
(76.I) puede volverse a escribir tal como sigue:

z +�h =�1 (78.I)

A partir de ésta última ecuación, Rajagopalachary
y Kutumbarao[60 y 61] establecieron que un valor de
zque se aproxime a la unidad es una condición de in-
estabilidad suficiente y definitiva para determinar los
dominios de inestabilidades metalúrgicas en los ma-
pas de z y no se requiere de ningún otro criterio de es-
tabilidad.

Sin embargo, según la relación (78.I), cuando el
valor de z tiende a ser igual a la unidad, el valor de h
tiende a ser igual a cero. Esto significa que J = 0 y G
= P. En este caso, toda la energía suministrada al ma-
terial, durante el proceso de conformado, se disipará
en forma de calor. Dicha disipación podría conducir

a la aparición de inestabilidades plásticas a través de
procesos continuos (p.ej. cizallamiento adiabático). 

La condición de inestabilidad cualitativa, ς Æ 1,
propuesta en el modelo de reciprocidad polar es in-
adecuada para delinear todos los dominios de fluen-
cia inestable, lo que llevó a pensar en la necesidad
de establecer una condición adicional cualitativa ca-
paz de garantizar la estabilidad en una fluencia plás-
tica estable[63], y es la siguiente:

(79.I)

3. EVALUACIÓN CRÍTICA DEL
FUNDAMENTO FÍSICO DEL DMM

3.1. Análisis crítico de Montheillet

Montheillet[64] ha examinado el fundamento físico
del co-contenido disipador, J, del DMM y lo ha cri-
ticado duramente: afirma que la interpretación física
de la disipación de energía ni sigue las directrices de
la mecánica de los medios continuos ni se basa en
leyes que rigen el comportamiento de los materiales,
pero se puede considerar como una aproximación
heurística basada en la disipación de energía duran-
te el conformado de materiales. De su reflexión, se
puede apreciar que la eficiencia de disipación de ener-
gía h, tal como está definida a partir del co-conteni-
do disipador, J, tiene un sentido físico muy confuso y
sería científicamente correcto establecer un proce-
dimiento similar basado directamente en el paráme-
tro de sensibilidad a la velocidad de deformación, m. 

Para entender el sentido físico de m y su impor-
tancia como parámetro de control de la conforma-
bilidad, se puede hacer la analogía siguiente con la
2ª ley de Newton: para describir la localización de la
fluencia se considera una fuerza motriz, F, y el coefi-
ciente de sensibilidad, m, juega el papel de una “ma-
sa”, M, mientras que la “aceleración”, a, es la velo-
cidad de localización de la fluencia. De esta mane-
ra, en presencia de una fuerza motriz fija, los valores
altos de m son los responsables directos de las bajas ve-
locidades de localización de la fluencia. De la discu-
sión anterior, se deduce que la tendencia de la loca-
lización de la fluencia, durante el conformado, se re-
duce al mínimo cuando el rango seleccionado de
temperatura y velocidad de deformación es al que
corresponden los valores más altos de m. Esta inter-
pretación está en acuerdo con las teorías de inestabi-
lidades plásticas basadas en los trabajos de Considère
y Hart y, según las cuales, se considera que la locali-
zación de la fluencia no puede manifestarse hasta que
la velocidad de endurecimiento alcance un valor
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 crítico, que depende de las condiciones de contor-
no. Una vez alcanzado este valor, la cinética de la lo-
calización de la fluencia dependerá del coeficiente
de sensibilidad a la velocidad de deformación, m. 

Montheillet concluyó su análisis crítico reclaman-
do que la utilización del parámetro h para la deter-
minación de los dominios estables en los mapas de
procesado no puede considerarse apropiado.

En su réplica a Montheillet, Prasad[10, 65 y 66] expli-
ca la interpretación física de las dos funciones, G y
J, basada en los principios de la termodinámica, y
pretende que el concepto de la maximización de h
para el análisis de los problemas de los procesos de
conformado está sostenido por numerosos trabajos
de investigación microestructurales, incluyendo los
que confirman la existencia de inestabilidades plás-
ticas, en una amplia gama de materiales. El DMM se
desarrolló explorando la naturaleza viscoplástica del
conformado de materiales a altas temperaturas e in-
terpretando físicamente el parámetro de sensibili-
dad, a la velocidad de deformación, como un factor de
reparto de energía que permite la evaluación explíci-
ta de la disipación de energía a través de cambios mi-
croestructurales. Tal concepto tiene su fundamento en
la teoría termo-mecánica[55 y 67] en términos de fun-
ciones complementarias que representan la tasa de
producción de entropía mediante conducción de ca-
lor y mediante cambios en la entropía interna cau-
sados por procesos microestructurales. A pesar de to-
das las críticas recibidas, está claro que el factor cla-
ve que decide el comportamiento dinámico de
materiales durante un conformado en caliente es el
parámetro m que, en términos físicos simples, decide
el mecanismo (o ruta) que el material elige consti-
tutivamente bajo determinadas condiciones de con-
formado (p.ej., temperatura y velocidad de deforma-
ción). Dicho mecanismo será el camino “más corto”
que el material debe seguir para disipar energía de la
manera más eficiente posible, y que no es siempre el
más “seguro” desde el punto de vista microestructu-
ral. Por lo tanto, en un proceso de conformado en
caliente, los mecanismos de disipación de energía
más eficientes no son, necesariamente, los más segu-
ros ya que estos podrían ser causantes de daños micro-
estructurales y roturas. También, dependiendo de las
condiciones impuestas en el conformado en caliente,
el sistema puede elegir un único mecanismo (deter-
minista) o una combinación de dos o más mecanis-
mos (probabilística) que tienen un valor caracterís-
tico del parámetro m.

Prasad añade que si bien la formulación del DMM
no se deriva directamente de las consideraciones de
la mecánica clásica de medios continuos, no contra-
dice ninguno de sus principios requeridos para una
fluencia estable. Además, la mecánica de medios

 continuos en grandes deformaciones no ha sido capaz
de dar ninguna explicación al origen de la viscoplas-
ticidad en materiales conformados plásticamente,
considerando, únicamente, el área por debajo de cur-
va de la ecuación constitutiva. Según Prasad, Ziegler
ha sido el único en explicar, en su libro
“Consideraciones Termomecánicas”[67], el origen del
comportamiento de los materiales en condiciones de
“creep” en caliente.

3.2. Análisis crítico de Narayana Murty:
DMM modificado

Motivados por la discusión científica desarrollada
entre Montheillet y Prasad, varios investigadores[11,

63 y 68-76] llevaron a cabo diversos estudios con el fin
de entender mejor el DMM. En estos estudios, se ha
demostrado que para describir el comportamiento a
fluencia de materiales no se puede utilizar, indiscrimi-
nadamente, la ley constitutiva potencial, tanto en
dominios de bajas como de altas tensiones. Es bien
conocido que la ley constitutiva potencial es válida,
únicamente, en el análisis de las tensiones de esta-
do estable en condiciones de conformado a bajos va-
lores de tensiones[1 y 77-79].

Asimismo, Narayana Murty et al.[11 y 68] reanali-
zaron el DMM y propusieron otra metodología ba-
sada en la obtención directa de la eficiencia de disi-
pación de energía a través de una integración numé-
rica, a cualquier tensión de fluencia: 

(80.I)

Para integrar la función G es necesario introducir
valores, a partir de e·=0. Para resolver este problema
la integral de G se divide en:

(81.I)

e·min representa el valor más bajo de la velocidad de
deformación usado en los ensayos de conformado en
caliente. Para valores de e· superiores a e·min, la integral

s d e· se calcula usando valores experimentales de
la tensión de fluencia, s. Para velocidades de defor-
mación más bajos, es bien conocido que la ecuación
de fluencia sigue una ley potencial, s = K·e·m, y se ob-
tiene una nueva expresión de h:
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(82.I)

Así, teniendo en cuenta esta última expresión,
Narayana Murty et al.[11 y 68] consideran que la con-
dición de estabilidad expresada en la ecuación (74.I)
es incorrecta. Argumentan que a una temperatura y
una deformación dada, el parámetro m varia con e·,
pero si la evolución de tensión de fluencia sigue una
ley potencial, m se convierte en un parámetro total-
mente independiente de e·. Por lo tanto, la condición
de estabilidad establecida en la ecuación (74.I) se re-
duce a, simplemente, m > 0 para una supuesta estabi-
lidad metalúrgica.

Para establecer una nueva condición de estabili-
dad, Narayana Murty et al. usaron la ecuación (80.I)
para expresar la función J en términos de s, e·, y h:

(83.I)

Sabiendo que , se puede volver a expresar
como:

(84.I)

sustituyendo las ecuaciones (83.I) y (84.I) en la ecua-
ción (69.I), se puede obtener la siguiente condición
de estabilidad en términos de m y h:

(85.I)

Así, para una fluencia estable, h < 2 y 0 < m <1. 
La condición de estabilidad expresada en la ecua-

ción (85.I) es válida para cualquier tipo de evolución
de la curva s = ¶ (e·), sea de tipo potencial o expo-
nencial. Si la curva  s = ¶ (e·) sigue una ley poten-
cial, la eficiencia de disipación de energía será

, que es siempre inferior a 2 m, para y 0 < m

≤ 1, por lo tanto, la fluencia del material será estable.
La aplicabilidad de esta condición ha sido verifica-
da en varios materiales[11, 73 y 80-82].

Para identificar los dominios estables en una fluen-
cia plástica, Prasad[7 y 65] utilizó el co-contenido disi-
pador, J, como función de disipación en el criterio
de estabilidad de Ziegler expresado en la ecuación
(68.I). Narayana Murty et al.[83] consideraron inte-
resante analizar la condición establecida en la ecua-
ción (68.I), igualando la función de disipación, D, a

P, G y J, respectivamente, y ver qué condiciones de
estabilidad se obtienen.

Caso I: Cuando D = P

(86.I)

es la condición de inestabilidad preferida por
Montheillet et al.[64], obtenida usando el criterio de
inestabilidad de Ziegler.

Caso II: Cuando D = G

(87.I)

Caso III: Cuando D = J

(88.I)

Cuando la tensión de fluencia sigue una evolu-
ción potencial sustituyendo el co-contenido, J, ex-
presado en la ecuación (71.I), en las ecuaciones (87.I)
y (88.I) se establece la condición m<0, obtenida en
la ecuación (86.I).

Si la ecuación de fluencia no sigue una ley poten-
cial, la condición J < 0, de la ecuación (87.I) sigue
siendo válida, incluso para valores de m > 0, y la con-
dición J > mP de la ecuación (88.I), también, es vá-
lida para valores de m que tienden a 0, positivamen-
te. En consecuencia, para una fluencia inestable pa-
ra todos los materiales, la cuantificación de uno único
rango de m es imposible.

Es importante mencionar  que los parámetros J/P
(∫h / 2) y m son parámetros adimensionales. Para
obtener el parámetro J se debe integrar s con respec-
to a e·, mientras que para obtener el coeficiente m es
necesario una diferenciación de s con respecto a e·.
Además, el parámetro J describe el comportamien-
to microestructural global de un material durante un
proceso de conformado, mientras que el coeficiente
m proporciona información local de la sensibilidad
que tiene el material a una velocidad de deforma-
ción dada. Por ello, sería más apropiado utilizar la
condición de la ecuación (88.I) porque da valores
negativos de m (m < 0) cuando J<0. Cuando J > 0 y
m < 0 o tiende a ser igual a 0, la condición estableci-
da en la ecuación (88.I) permite obtener una mejor
identificación de las regiones de inestabilidad plás-
tica en los mapas de procesado. Cabe resaltar que la
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condición de estabilidad (85.I) puede obtenerse a
partir de la ecuación (88.I), remplazando el paráme-
tro J en términos de la eficiencia de disipación de
energía, h (ecuación (83.I)). 
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