NOTA TECNICA

Estimaciéon de propiedades térmicas de aleaciones como problema
inverso®
J. Zueco* y E Alhama™

Resumen Se presenta un método numérico eficaz para la estimacién de las dependencias térmicas
(conductividad y capacidad calorifica) de aleaciones, a partir de medidas de temperatura
(incluyendo el error), en procesos de calentamiento y/o enfriamiento. El protocolo
propuesto combina una modificacién de la cldsica técnica de estimacién de funciones,
caracteristica del problema inverso, con el método de simulacién por redes como técnica
de célculo propiamente numérica ya probada para la solucién de numerosos problemas no
lineales. Las estimaciones sélo requieren un punto de medida. Se aplica esta metodologia
para obtener estimaciones en rangos de temperatura en los que producen transformaciones
alotrépicas, caracterizadas por una dependencia muy acusada de estas propiedades con la
temperatura.

Propiedades térmicas. Aleaciones. Problema inverso. Estimacién de funciones.
Método de redes.

Palabras clave

Estimation of the thermal properties in alloys as an inverse problem

Abstract This paper provides an efficient numerical method for estimating the thermal conductivity
and heat capacity of alloys, as a function of the temperature, starting from temperature
measurements (including errors) in heating and cooling processes. The proposed procedure
is a modification of the known function estimation technique, typical of the inverse
problem field, in conjunction with the network simulation method (already checked in
many non-lineal problems) as the numerical tool. Estimations only require a point of
measurement. The methodology is applied for determining these thermal properties in
alloys within ranges of temperature where allotropic changes take place. These changes are
characterized by sharp temperature dependencies.

Keywords Thermal properties. Alloys. Inverse problem. Function estimation.

Network method.

1. INTRODUCCION

El conocimiento de las propiedades térmicas de
aleaciones es fundamental en numerosas aplicacio-
nes industriales: uso de estos materiales en bajas y
altas temperaturas, problemas de tratamientos tér-
micos y termoquimicos, choque térmico, etc, Las
propiedades térmicas, conductividad y capacidad
calorifica (o calor especifico) son, en general, de-
pendientes de la temperatura y esta dependencia
es, particularmente, acusada si en el rango de tem-
peraturas de trabajo tienen lugar transformaciones

de tipo alotrépico o se produce cambio de fase en
el materialll V21,

La determinacién experimental de la conducti-
vidad y la capacidad calorifica suele realizarse por
métodos que requieren equipos costosos y no siem-
pre disponibles para los investigadores. Ademds, si
estas propiedades deben estimarse para un elevado
rango de temperaturas, el tiempo invertido en estas
estimaciones puede ser considerable. Trabajos rea-
lizados en este campo son los de Huang y Ozisik!!
y Huang y Yan", que obtuvieron por integracién
directa estimaciones de estas propiedades para
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dependencias de tipo lineal y sinusoidal en medios
1-D. También, Sawaf y col.”), por medio del méto-
do de Levenberg-Marquardt obtuvieron estimacio-
nes para medios 2-D ortotrépicos, y Yang!®! obtuvo
estimaciones muy precisas de la conductividad tér-
mica para dependencias lineales, exponenciales y
sinusoidales y del calor especifico para dependen-
cias lineales.

En el presente trabajo se propone un método
preciso y eficaz para la determinacién de las carac-
teristicas térmicas dependientes, acusadamente, de
la temperatura a partir de un sencillo experimento
de enfriamiento o calentamiento que proporcione
un conjunto de temperaturas (medidas) que se
usan como datos de partida para el problema inver-
so. Para ello, se parte de un modelo en red basado
en el Método de Simulacién por Redes!” y un pro-
tocolo de estimacién de estas propiedades basado
en una modificacién mejorada de la técnica de es-
timacién de funciones® Y%, A diferencia de esta
técnica clésica, en la que la estimacién estd forma-
da por una funcién discontinua formada por tra-
mos horizontales del mismo tamario, la modifica-
cién propuesta adopta segmentos inclinados, de
pendiente y tamafio variable, para reconstruir la
funcién (continua) lineal a tramos que proporcio-
na la estimacién. Este cambio supone una sensible
mejora en la estimacién resultante y permite que la
convergencia de la solucién se consiga con meno-
res pasos de cédlculo. Las medidas de temperatura se
obtienen, como es habitual en este tipo de traba-
jos!® a partir de la simulacién numérica del pro-
blema directo, cuyos resultados se alteran por apli-
cacién de un cierto error aleatorio. El problema
directo se resuelve numéricamente mediante el
método de simulacién por redes. Mediante la eje-
cucién iterativa de un programa en Visual C++,
que ejecuta el modelo y compara las estimaciones
con las medidas hasta que se satisface un criterio
de convergencia asociado con el valor del funcio-
nal tipico de esta clase de problemas. Los modelos
en red, tanto del problema directo!!!! como del in-
verso, son practicamente idénticos y su simulacién
se lleva a cabo en un programa adecuado de simu-
lacién de circuitos!!?.

Se presentan aplicaciones a aleaciones reales para
tipos de dependencias muy acusadas tanto de la con-
ductividad térmica como de la capacidad calorifica.

2. NOMENCLATURA

Ce calor especifico (] kg'1 K1)
C capacidad calorifica (J m™ K!)
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condensador y capacitancia (F), figura 1
funcional definido en ecuacién (7)
fuente de corriente controlada por voltaje,
figura 1
coeficiente de transferencia de calor (Wm
K1)
conductividad térmica (Wm™ K1)
espesor de la muestra (m)
,n  nameros enteros
tiempo (s)
temperatura (K)
coordenada espacial
nimero total de tramos
Ajope incremento o decremento de la pendiente
de cada
Ax  espesor volumen de control (m)
AT, intervalo de temperaturas asociado al fun-
cional (K)
At intervalo de tiempo entre medidas
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Simbolos griegos

by criterio de convergencia

€ error aleatorio normal

£ funcién a estimar

fo} desviacién estdndar de los errores en las me-
didas de temperatura

) variable ndmero aleatorio

Subindices

d indica la solucién del problema directo

f localizacién particular en la muestra

i posicién central del elemento de volumen,
figura 1

inv  se refiere a la solucién del problema inverso
(ecuacién 7)

new indica un nuevo punto para la estimacién

o condicién inicial
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Figura 1. Nomenclatura y modelo en red de una celda ele-
mental.

Figure 1. Nomenclature and network model of the control
volume.
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p ndmero natural (ndmero total de medidas
de temperatura)

oo medio circundante
be 1,2, ...,2

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se pretende obtenet, por separado, las caracteristi-
cas térmicas, conductividad (k) y capacidad calori-
fica (C=c.p), de aleaciones partiendo de la medida
de temperaturas obtenida en procesos de calenta-
miento o enfriamiento de estos materiales. Por
simplicidad se ha adoptado un medio 1-D rectan-
gular. A fin de contrastar la eficacia del modelo, y
como es habitual en este tipo de problema inverso,
se parte de la solucién exacta k(T) y C(T), o bien
de los datos experimentales de estas magnitudes y
se resuelve el problema directo no lineal que per-
mite obtener, numéricamente, la solucién del
campo de temperaturas en el medio Ty(x, t). A
partir de esta solucién, se extrae un conjunto dis-
creto de temperaturas, a intervalos regulares de
tiempo, correspondiente a una posicién concreta
del medio, T4(xy, t;). Este conjunto es afectado de
un error aleatorio (que simula las temperaturas
medidas en una experiencia real), ¢;, proporcio-
nando el nuevo conjunto de datos, Td(xf, 4)+E,

que constituye el punto de partida para el proble—
ma inverso de estimacién de k(T) y C(T).

3.1. Modelos matematicos de los problemas
dlrecto einverso

El modelo matemanco del problema directo esta
formado por la ecuacién de conduccién de calor
(Ec (1)), las ecuaciones asociadas a las condicio-
nes de contorno, adiabética en un extremo del ma-
terial, (Ec (2)) y de conveccién en el otro (Ec.
(3)) y la cond1c10n inicial de temperatura cons-

tante del medlo (Ec. (4)):

C(T)——*—-i[k(T)—j ‘ 0<x<L (1)
ox ST
5 "x%oi SRNNG)

Para la dependenma contmua de 1as prop1edadesy

termlcas con la temperatura pueden asumirse fun-

c10nes matematlcas exp11c1tas o deﬁmdas a tramos,_
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en la forma k(T,) = ko, o= 1,2, ... m, y C(T,) =
Cq o= 1,2, ... n; estas dltimas, son capaces de
aproximar con precisién cualquier tipo de depen-
dencia para estas propiedades, en todos los medios.

Para resolver el problema inverso es necesario
realizar medidas de temperaturas en una o varias
posiciones del sélido, tomadas en tiempos discretos
a lo largo del proceso no estacionario. Estas medi-
das pueden obtenerse experimentalmente (para
ello, es necesario realizar todo el montaje experi-
mental) o, lo que es més comun y evita el montaje
experimental, simular el problema directo (partien-
do del conocimiento exacto de las dependencias
con la temperatura de las propiedades térmicas),
obteniendo el campo térmico T4(xg, t;) que se modi-
fica por aplicacién de un error aleatorio para simu-
lar las medidas experimentales. Estas dltimas tem-
peraturas, afectadas de error junto con las
ecuaciones (1)-(4) representan el modelo matema-
tico del problema inverso, teniendo en cuenta que:
i) la dependencia desconocida de una de las propie-
dades térmicas se estima mediante tramos inclina-
dos y continuos de incrementos de temperatura
crecientes o decrecientes (segtin se trate de proce-
sos de calentamiento o enfriamiento, respectiva-
mente) y ii) la temperatura de referencia para la
conveccién se limitard en cada estimacién (asocia-
da a un tramo o segmento de la funcién a estimar),
al valor maximo (calentamiento) o minimo (en-
friamiento) del intervalo de temperaturas estimado.

3.2. Modelos en red de los problemas directo e
inverso '

Bésicamente, los modelos en red del medio son
idénticos para los dos problemas ya que se deducen
de la misma ecuacién diferencial, (Ec. (1)). La di-
ferencia reside en el funcionamiento de los dispo-
sitivos que lo integran. La discretizacién espacial
de la ecuacién (1) conduce a la ecuacién diferen-
cial en d1ferenc1as flmtas

C. (dTJde) = {ken (Tos - THASD)]-
liea (Ti- Tun)/(AxD)Ax ~ (5)

donde, de acuerdo con las expresi(‘)nes para las de-
pendencias térmicas de C y k, la capacidad calori-
fica se evalda a la temperatura del centro de la cel-
da, C;i=C(T;), y las conductividades en los
extremos, ki a=k(T;.a) ¥ kisa=k(T ;). Véase la no-
menclatura en la figura 1.

Cada sumando de la ecuacién (6) se implementa
en el modelo mediante un generador de corriente
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controlado cuya salida se especifica mediante soft-
warel; una pequefia manipulacién de la ecuacién
anterior, consistente en separar en dos sumandos,
uno de ellos constante, el valor de C(T;), permite
integrar un condensador en el modelo sobre el
que se fija la condicién de temperatura iniciall'!
(Fig. 1).

Para el problema directo, basta afiadir al mode-
lo las condiciones de contorno mediante una resis-
tencia de valor infinito para la condicién adiabati-
ca y un generador de corriente controlado para la
condicién convectival®.

Para el problema inverso se ensayan sucesivas
dependencias de la propiedad buscada con la tem-
peratura, para el intervalo de temperaturas de en-
sayo, hasta optimizar la estimacién parcial asocia-
da con el minimo valor del funcional definido a tal
fin. Este funcional relaciona las temperaturas T(xy,
t;, &) v las proporcionadas por el modelo. Los ensa-
yos se realizan especificando, mediante software,
estas dependencias en los correspondientes genera-
dores de corriente controlados relacionados con
esta propiedad. Por su simplicidad, estos dispositi-
vos (circuitos auxiliares al modelo en red!™), no se
han incluido en la figura 1.

4. PROCEDIMIENTO DE ESTIMACION SECUEN-
CIAL

A partir del conjunto de temperaturas de la solu-
cién del problema directo, Ty(xy, t;), donde t; = t;,
t2, ... t, es una serie de p instantes dentro del pe-
riodo transitorio, At es el tiempo entre medidas y
xf la posicién en la que se toma la medida, se ela-
bora una nueva serie, T(xy, t;, &), modificando la
anterior con un error normal aleatorio & = @j; 0, @,
de valor medio cero, desviacién standard unidad y
un 99 % de intervalo de confianza. El valor de ),
contenido dentro del rango -2.576 < @;< 2.576, lo
proporciona un generador de nimeros aleatorios.
La posicién del punto de medida es la superficie
convectiva del medio.

T(x, t, ) = Talxs, ) + § (6)

Cada tramo de la funcién estimada se asocia a
un intervalo de temperatura, AT,, de forma que,
en el proceso de estimacién del mencionado tra-
mo, las condiciones de contorno deben impedir
que el medio rebase ese intervalo de temperaturas.
Una rutina de programa permite cambiar, paso a
paso, la pendiente de este tramo y evaluar el fun-
cional que compara las temperaturas proporcionadas
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por la solucién parcial estimada con las exactas.
Un criterio de convergencia repite la estimacién
para sucesivas pendientes hasta obtener el tramo
éptimo.

El funcional que se estima en cada iteracién
tiene la forma cldsica:

F [&, Xty Aslope’ ATa, At, &, Z]=
Z[va(&’ Xfy s Aslope) - T(xf: G %)]2 (7)

donde, § es la propiedad estimada (ko C),z = 1, 2,
.y Z, identifica el tramo estimado, y Aqpe es el valor
incremental de la pendiente. Tiy,(&, Xf, £, Agiope)
son los valores estimados para la posicién x; y el
tiempo ¢.

El procedimiento de estimacién se resume en
los siguientes pasos que se ejecutan en una rutina
programada en visual C++ [13L;

(i) Obtencién de las temperaturas Ty(xy, t;), me-
diante el método de redes, y de T(xy, t;, &), a
partir del generador de niimeros aleatorios.

(ii) Obtener el punto inicial de la estimacién de
E(T). Para ello, se usan tramos horizontales
(x).

(iii) Definir AT,, Agope v & (criterio de conver-
gencia).

(iv) Estimacién del primero o sucesivos tramos.

(v) Ejecutar el modelo inverso y determinar F,).

(vi) Incrementar positiva y negativamente Aglope
y seleccionar la nueva pendiente que cumple
F(z),new < F(Z)‘ Sustituir F(Z) por F(z),new.

(vii) Si Agope > 0, repetir (vi).

(viii) Si Agope < 8, retener el tramo asociado a la
pendiente final, limitado por los puntos
To+((z-1)/2)AT, y To+(z/2)AT,,

(ix) Siz<Z, volver a (iv).

(x) La estimacién se ha completado.

5. APLICACIONES

Se han seleccionado dos materiales para este tra-
bajo, una aleacién férrea y otra no férrea. La alea-
cién férrea es una fundicién con grafito compacto
o vermicular (GCI), cuya composicién es: Fe-3,65
C-2,34 Si-0,55 Mn-0,01 S-0,03 P-0,61 Cu-0,48
Ni-0,14 Ti-0,08 Cr-0,02 Mg-0,01 Mo. La aleacién
no férrea es la aleacién de aluminio-cobre para
moldeo A201, de composicién: Al-4,7 Cu-0,31
Mn-0,28 Mg-0,21 Ti-0,59 Ag-0,05 Fe y con un con-
tenido en silicio inferior al 0,05 %. Los pardmetros
del problema son: L=0,02 m; h=100 W/m? K. Para
el CGl, T..=1.550K, T,=300 K y la temperatura de
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inicio de la estimacién de 400 K. Mientras, para el
aluminio, T,=1.000 K, T,=323 K y la temperatura
de inicio de la estimacién de 323 K.

En las figuras 2-5 se muestran las diferentes es-
timaciones realizadas y la solucién exacta, esta dl-
tima en trazo continuo. La figura 2 muestra la esti-
macién de la conductividad térmica para el CGI,
para dos intervalos de estimacién de temperatura
30y 50 K y una desviacién tipica en las medidas
de 0,1. La figura 3 muestra la estimacién de la ca-
pacidad calorifica para el CGI, para un intervalo
de estimacién de temperatura 30 K y una desvia-
cién tipica en las medidas de 0,1.

La figura 4 muestra la estimacién de la conduc-
tividad térmica para la aleacién de aluminio, para
dos intervalos de estimacién de temperatura 30 y
50 K y una desviacién tipica en las medidas de 0,5.
Se observa, en este caso, que al aumentar el error
en las medidas la estimacién se hace mds impreci-
sa. Finalmente, la figura 5 muestra la estimacién
de la capacidad calorifica para el aluminio para dos
intervalos de estimacién de temperatura 20 K y
30K, y una desviacién tipica en las medidas de O,1.
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Figura 2. Estimacién de la conductividad térmica para el
GCl, con AT,=30y 50 Ky 6=0,1

Figure 2. Estimation of the thermal conductivity for CGl, with
AT,= 30 and 50 K and 6=0.1
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Figura 3. Estimacién de la capacidad calorifica para el
G(l, con AT,= 30Ky 6=0,1

Figure 3. Estimation of the heat capacity for CGI, with AT,=
30 K and 6=0.1
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Figura 4. Estimacién de la conductividad térmica para la
aleacién de aluminio, con AT,= 30y 50 Ky 6=0,5

Figure 4. Estimation of the thermal conductivity for CGl, with
AT,= 30 and 50 K and 6=0.5
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Figura 5. Estimacién de la capacidad calorifica para la ale-
acién de aluminio, con AT,= 20y 30 Ky 6=0,1

Figure 5. Estimation of the heat capacity for CGI, with AT,=
20 and 30 K and 0=0.1

6. CONCLUSIONES

A partir del modelo en red y de un protocolo de
estimacién desarrollado especificamente para este
problema se han obtenido estimaciones de las pro-
piedades térmicas, conductividad y capacidad ca-
lorifica, de aleaciones (CGI y Aluminio), en la
forma de problema inverso de transferencia de ca-
lor. El protocolo aplicado es una modificacién del
clasico y conocido protocolo de Beck. Para demos-
trar la potencialidad del método propuesto se han
elegido dependencias muy acusadas, de estas pro-
piedades, con la temperatura, como son las que
tienen lugar para rangos de temperatura en los que
tienen lugar transformaciones alotrépicas.

Como tnico punto de medida (que supone el
método experimental mds simple) se ha adoptado
el de mayor sensibilidad (extremo convectivo), es
decir, el de mayor variacién de temperatura al mo-
dificar el pardmetro a estimar, no siendo necesario
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realizar m4s medidas en puntos interiores al medio,
evitando la dificultad experimental que ello repre-
senta. El tiempo de computacién aumenta con el
ndmero de puntos estimados (disminucién de AT,
o aumento del intervalo de temperatura de la fun-
cién a estimar).

Todas las estimaciones efectuadas muestran una
excelente aproximacién a la solucién exacta, lo
que indica que el método desarrollado es eficaz y
adecuado para este tipo de estimaciones.
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